Nahrada patec¢niho 10. cviceni

K 3. zapoc¢tové pisemce

e Pii pouzivani VOLSF (P) pozor, na okoli kterého bodu nema vnitini funkce nabyvat které hod-
noty

e Pii ovéfeni podminky (P) napt. u g(z) = % je argumentace nasledujici: € P(c0,1) = =z €
R = 23£0.

e riistova skéla funguje jen pro posloupnosti, nelze je proto pouzivat u funkci

e Urziti I'Hospitala: je potieba psat, Ze jsme ho pouzili - tj. a0 jaky pripad jde - % nebo 2 (aby
bylo jasné, Ze jsme overili predpoklady). Obcas je potieba i obhajit, Ze jde skute¢né o %, Gl =

oo
vzdy to musi byt zfejmé...)

e 0 0o je nedefinovany vyraz, coz pouze znamend, Ze jsme nemohli pouzit VoAL (viz znéni VoAL).
Neznamena to vSak, ze limita neexistuje! Dané limita se musi spocitat jinak obvykle, nebo
jinak dokazat, ze nekonverguje.

JIta+y/its

e Pozor na pouziti VoAL. Napiiklad nasledujici rovnost z VoAL neplyne: lim; ;o Y——"F—= =
,/1+17+ 1+

4

22

VTEVT  Plagi viak limy oo Yozt Y I¥az VOAL & VOLSF(S) limyon Viting1 vT 1o yitg
NOENG T—00 /1+%+ /1+% limy 1 \/y+limy 51 /5
VOLSF(S) je nasledujici: limy 00 145 = 1 pro a € {1,2,3,4}, vnitini funkee pak je gq(z) = 1+ %

v

a vn&jsi je f(y) = /v, ktera je spojita v 1.

e Pozor, limy 00 /2 + 2 neni 1, ale v/2 (opét dle VOLSF(S)).

o lim, . v/ log (1 +vVr+1-— \/5) = lim, o0 /2 log <1 + m) = lim, 00 \/%i\/i < m*‘F)I

\/ﬁhﬁ
. . . ) VOLSF (8)
limg, o0 %Mi = limg 00 \/5(1_;(71_"_—1> = ‘9(37) =1+ %,hmx—mo g(z)=1,f(y) = VY, [ spoj. v 1‘ =
1 __1
I+v1 2
) log ( 14+ ———= . VOLSF (P) .. 7L
limg o0 w = ’9(1’) = mahmw%m g(x) =0 = ( )hmy—>0 w =1

Vz+i+yz

Slovo k teorii

e Spojitost funkce obvykle pfes: slozeni spoj. fci je spoj.

e Licha funkce specialné spliuje, ze f(0) = 0. K ukazani, ze funkce neni licha staci ukazat, ze f(0) # 0.
e Lichost a sudost ma z definice smysl fesit jen pro D(f), ktery je symetricky kolem bodu 0.

e Krajnich bodech D(f) jsou mysleny jako krajni body intervalu, jejichz sjednoceni je D(f) - nejde
tedy nutné o nekonecna. Pokud by napt. byl D(f) = (0,2) U (3,4), tak bychom pocitali jednostraé
limity f v bodech 1,2,3,4.

e U zkousky se po Vas nemusi chtit kompletni graf se v§im vSudy, ale tfeba jen né&jaké aspekty - apf.
ur¢it D(f), monotonii a asymptoty (apod.).
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e Pri vySetfovani grafu funkci nize se budeme drzet postupu z teorie.

Priklad 1 (c) f(z) = e—t2 327

1. Defini¢ni obor, spojitost

Ziejmé D(f) = R a f je spojita na D(f), neb slozeni spojitych funkei je spojita funkce a f = g o h,
kde g(z) = e*, h(z) = -2 + 32 — 7.

2. symetrie, periodicita

Funkce f ziejmé neni periodicka.
Dale plati

f(ﬂ?) — —22 4327

f(*ﬁl?) _ 6—172—3m—7

@

Plati, ze f(1) # f(—1),coz nam doklada, ze f neni suda. Navic f(0) # 0, coz doklada, ze f neni liché4.

3. limity v krajnich bodech intervalu

Jelikoz D(f) = R, budeme vySetfovat limity f v toco.

lim f(z)= lim o~ +aa=T VOLEE (P)
T—00 T—00

lim f(z) =0 (analogicky)

T—r—00

4. f’, monotonie, extrémy

fl(x) = (e_x2+3x_7)/ — T (g2 4 30— 7) = e T (g 4 3)

Plati, ze e~@ =T 5 pro kazdé = € R. Kladnost f’ tedy zavisi pouze na (—2x + 3).
3

() >0 < (-22+3)>0 < 22<3 < z< -

2

Dle véty 3.25 je f na (—oo, %) rostouci a na (3 oo) klesajici. Dale nabyvé v bodé % lokélniho maxima

29
19

FE =t

5. f”, konvexita/konkévnost, inflexni body

/ /
f”(l‘) _ <€7a:2+3:vf7 (—2z + 3)) _ (efx2+3x77> (=22 +3) + e,xz+3x,7 (=22 + 3)/ _

_ e—x2+3a:—7 (_233. 4 3) (_2$ + 3) — 2e—x2+3x—7 = e_$2+3x_7 (4%‘2 — 122 + 7)

Opét e~ +37=7 5 ( pro kazdé redlné z, tedy kladnost f” zavisi na kladnosti vyrazu 4z? — 12z + 7.
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3 1 3
"> (0 — 42? —12:c+7>0<:>xe< 00, = — >U( )
Dle véty 3.31 je f konvexni na (—oo,%— %) ( ) a konkavni na <% 7 %—i—%)

6. asymptoty
Asymptoty spoéteme dle vty 3.32.

f(x)

1 VoAL

a= lim — = lim f(z) - — 0-0=0
T—00 I T—00 i
b= lim (f(z) - az) = lim f(z) =

Tedy asymptota f v oo je y = ax + b = 0x + 0 = 0. Analogicky asymptota f v —oco je y = 0.

7. Graf

Zjisténé informace:

D(f) =R, f spojita na R
V nekone¢nech jde f do nuly a méa tam za asymptotu na obou stranach osu = (coZ je y = 0).

Déle:

konvexni ,
konvexni

konkavni konkavni

N W
)

N W
Q) I
+
N s

b

Na zakladé téchto informaci nakreslime graf:

0.008 -
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Dalsi priklad f(z) = arccos (11112?1)

1. Defini¢ni obor, spojitost

Defini¢ni obor logaritmu = x > 0. Dale arccos je definovnan na [—1,1]. Proto musi (v§imnéme si,
7e 1+ log?z > 0, tedy ze zlomku neplyne podminka a jmenovatelm lze nasobit nerovnici):

_13210#9
1+log”x
—1—log?z <2logz <1+logz
logZz +2logz +1>0 A log?z —2logz +1>0

(logz+1)>>0 A (logz—1)*>0

2logx

Tloe” = € [-1,1]. Mame proto jedinou podminku a to z > 0. Proto

Tedy pro kazdé x € R je
D(f) = (0, 00).

Jelikoz f je slozenim spojitych funkci arccos x

2x

» Tio7,logz, tak je spojitou funkef na celém D(f).

2. symetrie, periodicita

Funkce zfejmé neni periodicka.
Jelikoz nema4 symetricky defini¢nf obor, tak nema smysl mluvit o lichosti ¢i sudosti.

3. limity v krajnich bodech intervalu

Spoc¢teme limity f v 0,00, coZ jsou krajni body D(f).

2logx . 2logx . 2
= lim = lim

1m 72 = 71 = 0
z—=0+ 14 log”x =0+ log z <1ng + ) =0+ log x +

1
gz log x
. VOLSF (S
lim f(z) = ®)

T
arccos() = —
z—0+ 2

. 7T .
xlggo f(z) = 5 analogicky

4. f’, monotonie, extrémy

Pii vypocétu f’ chceme pouZit vzorec pro derivaci arccos. Ten lze ale vzorcem derivovat pouze na
oteviené mnozing, tedy pouze na (—1, 1), nikoli v krajich hodnotéach (jak je téz vidno v tabulce derivacich).
Proto spocteme f’ nejdiive v bodech, kde argument arccos neni 1. Uréeme nejdiive dané body.

2logx
1+log?x
2logx # —1 —log?z V2logx # 1+ log’x
(logz+1)2#0 Vv (logz —1)* #0
loge # —1 V logz # 1

y {ie}
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Tedy pro x # e, % poc¢itame f’ néasledujicim zpiisobem.

fl(z) = <arccos (210gm>)/ _ -1 ' 2 (1+log?x) — 2logz (22log ) _
1 +log’x | ( 2loga 2 (1+log2x)2
1+log? =
_ -1 2x+2xlog2x—%log2x B
= ) 1 _
(1+1og? ;L’)2—410g2 x (1 + log2 a;)
(1+10g2 :B)2
‘1 + log? x| 2+2log? x—4log’ =

T

_\/1+210g2x+10g4x—410g2x (14—103;2:E)2

_ 1+log’x . 2—2log’z 2 (log?x — 1) B
Vioghz —2log? z + 1 33(1+10g2x)2 :E(1+10g2:c) (10g2x71)2
2 (log2fc — 1)

Tz (1 +log2x) |log2x — 1‘

Vsimnéme si, ze pro = # e, é je spocteny vyraz definovan.

1, x>0
Piipomenime definici funkce signum: sgnz = < 0, z=0.
-1, <0

Dale si uvédomme, Ze ﬁ =sgna pro a # 0.

’ . ’ . 2sgn(log2 zfl)
Pak lze zapsat f'(z) jako f'(z) = “o(LHog?a)

Pozndmka: Uziti funkce sgn tu sice neni nutné, ale ¢asto muze usnadnit zapis.
NeZ se pustime do vysetfeni f’ v bodech e, %, zjistéme, kdy je logZz — 1 > 0.

logZz —1>0
long >1
logz >1 V logx < —1

e (o, i) U (e, 00)

Dostavame tedy, ze

f(x) = m’ z € (0,¢) U (e,00)
ey 2 € (6

Z bodu 1. vime, Ze je funkce f spojita na D(f), tedy specialné i v bodech e, 1 - 1ze proto uzit vétu 3.27

e
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lim f(z)= lim ————~ = +—————
xﬁéJrf() r—1y 2 (14 log? ) 11+ (-1)?)

=e¢ (analogicky)
/ 1 .
\(e) = - (analogicky)

f(e) = —% (analogicky)

Vidime, Ze jednostrané derivace vychazi rizné, tedy derivace v danych bodech neexistuji. Tyto body
jsou proto z véty 3.22 podeztelé z lok. extrému.
Déle ziejmé f na (O, %) U (e, o0) roste a na (%, e) klesa. Z toho vyplyva, ze v bodech e, é jsou skutecné

lokalni extrémy.

5. f”, konvexita/konkavnost, inflexni body

Druhé derivace muze existovat jen tam, kde existuje prvni, proto se ji pokusime spocitat pouze na

(0,00) \ {é,e}.
Na intervalech (O, é) , (%, e) , (e,00) se funkce sgn (log2 T — 1) chova konstantné a muZeme k ni pris-
tupovat jako k ¢islu.

/
1 — (1+1log®z) —22logx
f"(z) =2sgn (log?z — 1) | ————— | =2sgn(log?z —1 L =
(z) ( ) z (1 +log”z) ( ) x2 (1+log2x)2
(logz +1)?

= —2sen (log?x — 1

K uréeni konvexity /konkavnosti nas kvili Vété 3.31 zajima, kdy je f” > 0. V predpisu f” je zlomek
vzdy kladny, tedy zélez{ na hodnoté signumu.

1
f’ >0 <= sgn (long— 1) <0 << zxc€ <,e>
e
Tedy funkcef je na (0, é) U (e, 00) konkavni a na (é, e) konvexni.

6. asymptoty

Asymptotu pso¢teme jen v oo, neb na okoli —oo nemame D(f). Opét uzijeme vétu 3.32.

a= hm@w’:LE.O
00 T 2
. s
b= =3

Asymptota v nekonecnu tedy je y = 5.

7. Graf

Ziskané informace:
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D(f) = (0,00), f spojita na celéem D(f).
V nekonec¢nu je asymptota y = 7.
A dale:

konkavni konvexnf konkavni

I o

Na zakladé téchto informaci nakreslime graf:

4
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